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Аннотация
В статье приводится критерий подстановочности симметрич-
ных бесконечных в обе стороны слов Штурма и его доказатель-
ство.
The article provides a criterion for the substitution of symmetric
Sturm words infinite on both sides and its proof. This work was carried
out with the help of the Russian Science Foundation Grant N 17-11-
01377.
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1 Введение
Двусторонне-бесконечное слово w — это отображение Z → A, где A —
алфавит слова w. Будем обозначать w(n) через w
n
.
Пусть есть символическая динамика (M,R
α
, x0, U), где M — окруж-
ность, U — дуга угловой меры α, (α иррациональное), R
α
— поворот на α
относительно центра окружности (угловую меру всей окружности счи-
таем единицей) — функция эволющии, x0 — начальная точка — начало
дуги α. Динамическая система (M,R
α
) порождает некоторое бесконечное
слово w, эволюцию точки x0. Такие слова называются механическими.
Двусторонне-бесконечное слово w называется палиндромом, если ∀n ∈
Z : w
n
= w−n (палиндром, симметричный относительно буквы) или
∀n ∈ Z : w
n
= w1−n (палиндром, симметричный относительно между-
буквия).
Правосторонне-бесконечное слово w над алфавитом A называется чи-
сто подстановочным, если оно представляется в виде w = φ∞(a), где
a ∈ A — буква, а φ — подстановка, такая, что φ(a) = aU , где U ∈ A∗,
непустое.
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Слово w называется подстановочным, если получается из чисто под-
становочного слова w′ подстановкой h применённой к слову w′: w =
h(w′).
Тогда φ(φ(a)) = aUφ(U), φ(φ(φ(a))) = aUφ((Uφ(U)) и т.д. Предель-
ным переходом получаем w = φ∞(a).
Понятия подстановочности и чистой подстановочности слов, бес-
конечных в обе стороны вводятся аналогично с той лишь разницей, что
для двусторонне бесконечного подстановочного слова подстановка долж-
на обладать свойством φ(a) = Ua и φ(b) = bW . Тогда двусторонне-
бесконечное слово w будет конкатенацией левосторонне-бесконечного под-
становочного слова (позиции от−∞ до 0 включительно)и правосторонне-
бесконечного подстановочного слова (позиции большие нуля) и будет
представимо в виде w = φ∞(a|b).
Мотивировки задач и подробности — см. [1], [2].
2 Индукция Рози
Метод индукции Рози [3] позволяет перейти от изучения некоторых ме-
ханических слов к изучению цепных дробей. Его можно сформулировать
следующим образом.
Пусть есть символическая динамика (M,R
α
, x0, U), где M — окруж-
ность, U — дуга угловой меры α, (α иррациональное), R
α
— поворот на α
относительно центра окружности (угловую меру всей окружности счи-
таем единицей) — функция эволющии, x0 — начальная точка — начало
дуги α. Динамическая система (M,R
α
) порождает некоторое бесконеч-
ное слово w, эволюцию точки x0.
Требование иррациональности числа α продиктовано периодичностью
сдвигов на рациональный угол, этот тривиальный случай мы не разби-
раем.
Метод индукции Рози состоит в следующем. Мы преобразуем симво-
лическую динамику (M,R
α
, x0, U) в символическую динамику (M˜, R˜α, x˜0, U˜)
по следующим правилам.
1. Если α <
1
2
, то в слове w после a всегда следует b. Поэтому слово w
получается из слова w˜ заменой a→ ab; b→ b. Возьмём M˜ — окруж-
ность длины 1 − α. Более наглядно, мы вырезаем из окружности
M дугу длины α (следующую за выделенной дугой U). Тогда слово
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w˜ будет порождаться символической динамикой (M˜, R˜
α
= R
α
, x˜0 =
x0, U = U˜).
2. Если же α >
1
2
, то заменим a на b и наоборот. Для этого надо
положить U˜ =M\U .
Можно заметить, что описанный алгоритм аналогичен алгоритму раз-
ложения α в цепную дробь. Таким образом, если α — квадратичная ирра-
циональность (её цепная дробь периодична), то в какой-то мы получим
символическую динамику, эквивалентную уже встречавшейся, а значит
можем записать подстановку, с помощью которой можно вырастить сло-
во w. Обозначим за ϕ композицию подстановок, образующих период, а
за ψ комозицию подстановок, образующих предпериод. Слово w предста-
вимо в виде w = ψ ◦ ϕ∞(a), то есть подстановочно. Если же предпериод
отсутствует, то слово w чисто подстановочно.
Если же α— не квадратичная иррациональность, то процесс не зацик-
лится, но в любом случае можно будет изучать свойства цепной дроби α
и соотносить их со свойствами слова w.
3 Критерий подстановочности палиндромных
слов Штурма
Всего есть три двусторонне бесконечных палиндрома, являющихся меха-
ническими словами параметра α. Это слова, отвечающие серединам дуг
и слово, получающееся из точки, которая первым поворотом переходит
в точку, симметричную ей относительно оси симметрии динамической
системы. Палиндромы, получающиеся из середин дуг симметричны от-
носительно своей буквы, а третий палиндром симметричен относительно
междубуквия.
3.1 Аналог индукции Рози для палиндромов
В этом разделе мы докажем следующий критерий подстановочности па-
линдромов Штурма. Во всём разделе полагаем алфавит A = {0, 1}.
Теорема 1 (Критерий подстановочности палиндромов Штурма). Сим-
волическая динамика (M,R
α
, x
m
, U), где x
m
— середина дуги U длины α
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на окружности M длины 1 порождает подстановочный двусторонне-
бесконечный палиндром p тогда и только тогда, когда α — квадратич-
ная иррациональность
Так как наше преобразование окружности обратимо, то можно гово-
рить и о двусторонне-бесконечных словах, порождаемых символической
динамикой. В частности, о словах-палиндромах. Доказательство будет
основано на сходстве некоторого алгоритма с индукцией Рози.
Доказательство. В одну сторону: если слово p является подстано-
вочным, то α — квадратичная иррациональность. α – доля числа единиц.
Пусть подстановка φ порождает слово p. Пусть при действии порожда-
ющей подстановки φ 0 переходит в слово с a нулями и b единицами, а 1
переходит в слово с c нулями и d единицами. Тогда, так как p — непо-
движная точка подстановки φ, получаем квадратичное относительно α
уравнение
α =
b(1− α) + dα
(a + b)(1− α) + (c+ d)α
,
значит, α — квадратичная иррациональность.
В другую сторону, если α — квадратичная иррациональность, то p
подстановочно. Пусть есть бесконечное слово Штурма p — палиндром
над алфавитом {0, 1}. Пусть в нём доля единиц равна α. Если нулей
меньше, чем единиц, то сделаем подстановку E : 0↔ 1. Остаётся распи-
сать действия алгоритма при α <
1
2
. Так как p является словом Штурма
и α <
1
2
в нём не могут встретиться две единицы подряд. Возможны
несколько случаев.
1. Слово p симметрично относительно 1. Будем относить эту 1 к ле-
вой половине слова p. Так как в слове p нулей больше, чем единиц,
то перед каждой единицей идёт ноль. Значит, слово p получается
подстановкой G : 1→ 01; 0→ 0
из некоторого слова p′. Причём подстановка подобрана так, что ле-
вая и правая части слова p получаются из левой и правой части
слова p′. Так как количество нулей в каждой группе нулей умень-
шилось на 1, а больше ничего не произошло, то слово p′ также
является палиндромом, симметричным относительно 1.
2. Слово p симметрично относительно 0. Будем относить этот 0 к ле-
вой половине слова p. Так как в слове p нулей больше, чем единиц,
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то после каждой единицы идёт ноль. Значит, слово p получается
подстановкой G˜ : 1 → 10; 0 → 0 из некоторого слова p′. Левая и
правая части слова p получаются соответсвенно из левой и правой
частей слова p′. Количество нулей в каждой группе нулей умень-
шилось на 1, поэтому слово p′ также является палиндромом, но на
этот раз симметричным относительно междубуквия.
3. Слово p симметрично относительно междубуквия. Тогда буквы w0
и w1 должны быть нулями. Тогда слово p получается подстановкой
G из некоторого слова p′, при этом слово p′ симметрично относи-
тельно нуля.
В нашем случае α — квадратичная иррациональность. При действии
приведённого алгоритма α претерпевает такие же изменения, как и в ин-
дукции Рози, а значит, так как α — квадратичная иррациональность, то
доля единиц α начиная с некоторого момента будет изменяться перио-
дически. Для каждого α возможны лишь три варианта симметричности,
три различных палиндрома. Поэтому возможно лишь конечное число
пар (α, j), где j — номер варианта симметричности. Для каждой пары
однозначно определён переход согласно алгоритму к некоторой другой
паре. Поэтому процесс и в общем также цикличен. Из цикличности про-
цесса следует, что палиндром p подстановочен: как и в случае с обычной
индукцией Рози. Теорема доказана.
4 Чистая подстановочность двусторонне-бесконечного
палиндрома Фибоначчи-Штурма
Если мы предъявим подстановку φ, оставляющую на месте слово w, та-
кую, что φ(a) = Ua и φ(b) = bW для каких-то непустых слов U и W ,
тогда двусторонне-бесконечное слово w будет являться чисто подстано-
вочным.
Теорема 2. Утверждение Подстановка φ : 0 → 00101, 1→ 001 остав-
ляет на месте палиндром w и обладает свойством φ(a) = Ua и φ(b) =
bW , значит двусторонне-бесконечный палиндром w , симметричный
относительно 1 для α = φ (здесь φ — золотое сечение) растится этой
подстановкой, т.е. w = φ∞(1|0).
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Доказательство. Данная подстановка φ получается композицией
двух подстановок φ = ψ2 ◦ ψ1, где ψ1 : 0 → 01, 1 → 1 и ψ2 : 0 →
001, 1 → 01, каждая из которых сохраняет отношение количества нулей
и единиц в слове, в котором отношение нулей и единиц такое же, как
в слове фибоначчи. При этом обе эти подстановки сохраняют свойство
палиндромности. Первая подстановка увеличивает количество нулей в
каждой группе нулей на 1, а значит сохраняет палиндромность. Вторая
порождает группы нулей, симметричные относительно точки симметрии
слова. ψ1 слово, симметричное относительно 1, переводит в слово, сим-
метричное относительно междубуквия, а ψ2 слово, симметричное отно-
сительно междубуквия, переводит в слово, симметричное относительно
1. Так как такое сбалансированное слово только одно для данного от-
ношения количеств нулей и единиц, то φ, переводящая слово, симмет-
ричное относительно 1 в слово, симметричное относительно 1, при этом
оставляя неизменным отношение количеств 0 и 1, оставляет слово w без
изменений. Утверждение доказано.
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